Représentations des groupes réductifs p-adiques et de leurs sous-groupes distingués cocompacts  by Henniart, Guy
Ž .Journal of Algebra 236, 236245 2001
doi:10.1006jabr.2000.8497, available online at http:www.idealibrary.com on
Representations des groupes reductifs p-adiques et de´ ´
leurs sous-groupes distingues cocompacts´
Guy Henniart
Departement de Mathematiques, UMR 8628 du CNRS, Uniersite de Paris-Sud,´ ´ ´
Bat. 425, 91405 Orsay Cedex, Franceˆ
E-mail: Guy.Henniart@math.u-psud.fr
Communicated by Laurent Clozel
Received November 25, 1999
Soient G et H deux groupes reductifs p-adiques et  : HG une isogenie´ ´
centrale. A. Silberger a prouve qu’une representation complexe admissible´ ´
irreductible de G a pour restriction via  une representation admissible semi-sim-´ ´
ple de longueur finie de H. Nous prouvons que reciproquement toute representa-´ ´
tion complexe admissible irreductible de H est facteur direct d’une telle restric-´
tion, et s’etend en une representation admissible d’un sous-groupe ouvert d’indice´ ´
fini de G. Nous etendons la portee de ces resultats en les reliant aux proprietes´ ´ ´ ´ ´
algebriques des categories de representations lisses de G et H.  2001 Academic´ ´ ´
Press
Let G, H be reductive p-adic groups and  : HG a central isogeny. A.
Silberger has proved that any admissible irreducible complex representation of G
restricts via  to a direct sum of finitely many admissible irreducible representa-
tions of H. We prove that conversely any admissible irreducible complex represen-
tation of H occurs as a direct summand of such a restriction and extends to an
admissible representation of a finite index open subgroup of G. We extend those
results by linking them with algebraic properties of the categories of smooth
representations of G and H.  2001 Academic Press
Mots cles: groupes localement profinis; representations lisses; groupes p-adiques.´ ´
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1. INTRODUCTION
Soient F un corps commutatif localement compact non archimedien, ,´
 deux groupes connexes reductifs definis sur F et  : une´ ´
Ž . Ž Ž ..isogenie centrale definie sur F. Posons G F et H   F . A.´ ´
 Silberger Si a prouve le resultat suivant.´ ´
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Ž .1.1 Soit V une representation complexe lisse irreductible de G.´ ´
Alors la restriction de V a H est semisimple de longueur finie.`
Ce resultat a ete utilise surtout dans le cas ou  SL ,  PGL , ou´ ´ ´ ´ ` n n
Ž dans le cas proche ou   SL , GL voir LL, GK1, GK2, LS,` m n n
 .Ta par ordre chronologique . Mais on peut envisager de nombreux autres
cas utiles comme ceux ou  SP , GSp , ou ceux des groupes` 2 n 2 n
metaplectiques au-dessus de GL et SL .´ n n
Noter que Silberger ecrit admissible au lieu de lisse, mais il est bien´
connu que les representations lisses irreductibles de G ou H sont admissi-´ ´
bles. Il est tres naturel de demander si une reciproque est vraie, par` ´
exemple si l’assertion suivante est toujours verifiee.´ ´
Ž .1.2 Soit W une representation complexe lisse irreductible de H.´ ´
Alors il existe une representation complexe lisse irreductible de G dont la´ ´
restriction a H contient W comme facteur direct.`
Ž .Ici nous prouvons 1.2 sous les hypotheses de Silberger, mais en fait`
nous etendons les deux resultats a une classe plus grande de groupes H et´ ´ `
G. Il nous semble que le cadre naturel pour ce genre de questions est celui
ou G est un groupe localement profini et H un sous-groupe ferme` ´
distingue cocompact de G.´
Ž . Ž .Nous prouvons au §2 que 1.1 et 1.2 sont vrais si H est en outre
d’indice fini dans G, meme si l’on remplace le corps des nombres com-ˆ
plexes par n’importe quel corps de coefficients. Cependant, comme le
Ž . Ž .montre l’exemple du §3, ni 1.1 ni 1.2 ne sont toujours vrais dans le
cadre general. Au §4 nous etablissons des criteres generaux, exprimes en´ ´ ´ ` ´ ´ ´
termes de la categorie des representations lisses de G ou H, pour les´ ´
Ž . Ž .assertions 1.1 et 1.2 . Nous terminons par quelques remarques sur la
portee de nos resultats.´ ´
A partir du §3, G est un groupe localement profini et H un sous-groupe
ferme de G. La lettre V designe une representation de G, W une´ ´ ´
representation de H.´
Dans tout l’article, C est un corps quelconque, sauf mention contraire;
Žcette generalite peut etre utile au vu des resultats de M.-F. Vigneras cf.´ ´ ´ ˆ ´ ´
  .  Vi par exemple . Si G un groupe, C G designe l’algebre du groupe G´ `
sur le corps C.
Je remercie le rapporteur pour ses remarques fort pertinentes.
2. LE CAS D’INDICE FINI
Ce cas etant bien connu, cette section sert surtout de motivation.´
PROPOSITION 2.1. Soient G un groupe et H un sous-groupe distingue de´
   G, d’indice fini. Soit V un C G -module simple. Alors V est un C H -H
module semisimple de longueur finie.
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 Cela fait partie de la theorie de Clifford CR, Theorem 11.1, p. 259 .´
Remarque 1. Si H n’est pas distingue dans G, alors V n’est pas´ H
forcement semisimple. Pour exemple, on peut prendre la representation´ ´
Ž . Ž .naturelle de GGL p avec C p , et pour H le sous-groupe2
des matrices triangulaires superieures. Cependant, si H est un sous-groupe´
d’indice fini de G, on peut introduire le noyau K de l’action par transla-
tion de G dans GH; c’est un sous-groupe distingue de G, d’indice fini´
dans H et G. Si l’indice de K dans H est inversible dans C, ce qui est
toujours le cas quand C est de caracteristique nulle, le theoreme de´ ´ `
Maschke implique que V , dont la restriction a K est semisimple par la`H
proposition 2.1, est lui-meme semisimple; sous cette hypothese, la proposi-ˆ `
tion 2.1 vaut donc pour G et H.
PROPOSITION 2.2. Soient G un groupe et H un sous-groupe d’indice fini
   de G. Soit W un C H -module simple. Alors il existe un C G -module simple
 dont la restriction a H contient W, et aussi un C G -module simpe dont la`
restriction a H a W pour quotient.`
  ŽPour tout C G -module Y, on a un isomorphisme canonique Frobenius
 .reciprocity I, CR, Theorem 10.8, p. 232 :
 Hom W , Y Hom C G  W , Y .Ž . Ž .C H  H C G  C H 
 Comme C G  W est de type fini puisque H est d’indice fini dans G,C H 
 et que W est simple, on peut prendre un C G -quotient simple Y de
  Ž .C G  W, et on obtient Hom W, Y  0, c’est-a-dire que W est`C H  C H  H
un sous-module de Y .H
ŽDe la meme fac¸on, on a un autre isomorphisme canonique Frobeniusˆ
 .reciprocity II, CR, Prop. 10.21, p. 243 :
 Hom Y , W Hom Y , C G  W .Ž . Ž .C H  H C G  C H 
Soit K le groupe introduit dans la remarque 1. La restriction a K de`
 C G  W est somme de representations G-conjuguees a W ; cette´ ´ `C H   K
restriction est semisimple de longueur finie par la proposition 2.1. Par
   suite le C G -module C G  W est aussi de longueur finie, et si l’onC H 
 prend pour Y un sous-C G -module simple, alors W est quotient de Y .H
Cela prouve la proposition.
.Remarque 2. Comme dans la remarque 1 , si l’indice de K dans G est
   inversible dans C, alors le C G -module C G  W est semisimple.C H 
Supposons maintenant que G soit un groupe localement profini et que
 H soit un sous-groupe ouvert d’indice fini de G. Un C G -module V est
Ž .  lisse resp. admissible si et seulement si le C H -module V est lisseH
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Ž .   Ž .resp. admissible . Un C H -module W est lisse resp. admissible si et
    Ž .seulement si le C G -module C G  W est lisse resp. admissible :C H 
cela se voit aisement en utilisant le groupe K de la remarque 1. On peut´
donc appliquer les propositions 2.1 et 2.2 dans la categorie des representa-´ ´
Ž .tions lisses ou admissibles de G et H. Noter d’une part qu’on peut
recuperer les propositions 2.1 et 2.2 a partir de leur version lisse en´ ´ `
prenant la topologie discrete sur G et H, d’autre part que si H est un`
sous-groupe ouvert d’indice fini d’un groupe localement profini G, alors
       pour tout C H -module lisse W, le C G -module C G  W, le C G -C H 
G   Gmodule induit Ind W et le C G -module induit compact ind W sont tousH H
isomorphes.
Ž GRappelons que Ind W est forme des applications f : GW verifiant´ ´H
Ž . Ž . Ž .i f hg  h  f g pour h	H, g	G
Ž .ii il existe un sous-groupe ouvert K de G tel que
f gk  f g pour g	G , k	 K .Ž . Ž .
Le groupe G agit sur IndG W par translations a droite. De plus indG W est`H H
la sous-representation de IndG W formee des fonctions de G dans W dont´ ´H
.le support est compact modulo H.
3. UN EXEMPLE
Dans ce paragraphe, nous presentons un groupe localement profini G,´
un sous-groupe distingue cocompact H de G, et une representation´ ´
complexe lisse irreductible de G dont la restriction a H n’est ni semisim-´ `
ple ni de longueur finie. Nous construisons aussi une representation´
complexe lisse irreductible de H qui n’est sous-representation d’aucune´ ´
Žrepresentation complexe lisse irreductible de G on peut cependant l’ob-´ ´
.tenir comme quotient d’une telle representation de G . On ne peut donc´
generaliser les propositions 2.1 et 2.2 au contexte localement profini sans´ ´
hypotheses supplementaires.` ´
Soient F un corps commutatif localement compact, et G le groupedit
miraboliquedes matrices 2 2 inversibles a coefficients dans F, de la`
a bŽ .forme . Choisissons une uniformisante  de F et prenons pour H le0 1
a bŽ .sous-groupe des matrices , ou a est une puissance de  ; soit U le`0 1
1 bŽ .sous-groupe des matrices de la forme . Il est clair que H est ferme et´0 1
distingue dans G, et le quotient GH, isomorphe au groupe des unites de´ ´
F, est compact.
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Ž .Soient  : U un caractere continu non trivial, et V la representa-` ´
 tion lisse de G induite compacte de  . Par BZ, 5.12 V est irreductible.´
Par restriction a U, on obtient un module pour l’algebre de convolution H` ` U
des fonctions lisses sur U a support compact. Par transformee de Fourier,` ´
Ž .cela donne un module sur l’algebre M pour la multiplication des` Uˆ
ˆ fonctions lisses a support compact sur le groupe dual U de U. Par BZ,`
5.10 ce module est isomorphe au module des fonctions lisses a support`
ˆcompact sur U qui s’annulent en le caractere trivial de U. Si U est un` 1
ˆ avoisinage ouvert de  dans U et U l’union des  U quand a parcourt ,2 1
ˆalors les fonctions lisses sur U a support compact dans U correspondent a` `2
un sous-H-module de V . Comme on peut prendre des voisinages U deH 1
plus en plus petits, on voit que V n’est pas de longueur finie. Par leH
lemme 4.1 prouve plus bas, V est de type fini; il n’est donc pas´ H
semisimple non plus.
Soit W la representation de H induite compacte de  ; elle est irreduc-´ ´
tible. Montrons que W n’est pas une sous-representation d’une representa-´ ´
tion lisse irreductible de G. Comme les representations lisses irreductibles´ ´ ´
de G sont isomorphes a V ou de dimension 1, il suffit de voir que W n’est`
pas une sous-representation de V . Mais le M -module correspondant a´ `ˆH U
ˆ aW est forme des fonctions U nulles hors des translates de  par  ,´ ´
a	 . C’est un quotient du M -module correspondant a V, mais certaine-`Uˆ
ment pas un sous-module. Il s’ensuit que W est un quotient, mais pas un
sous-module, de V .H
4. LE CAS LOCALEMENT PROFINI
Dans ce paragraphe, nous montrons que les propositions 2.1 et 2.2 sont
vraies dans le cadre localement profini, pourvu que certaines proprietes de´ ´
finitude soient verifiees pour les representations lisses de H ou G; cela´ ´ ´
s’applique en particulier au cas ou H et G sont reductifs p-adiques.` ´
LEMME 4.1. Soient G un groupe localement profini, et H un sous-groupe
ferme cocompact de G. Soit V une C-representation lisse de G. Alors V est de´ ´
type fini si et seulement si sa restriction a H l’est.`
Ž .Si V est de type fini, V l’est a fortiori. Inversement soit  , . . . ,  unH 1 r
systeme fini de generateurs de V, et soit K un sous-groupe ouvert de G` ´ ´
qui fixe  , . . . ,  . Alors V est engendre par les vecteurs g , ou g´ `1 r H i
parcourt un systeme de representants dans G de H 
GK et i varie de 1` ´
a r. Comme K est ouvert dans G, et H cocompact, H 
GK est fini et`
V est de type fini.H
Remarque 3. Par le lemme de Zorn, si V est de type fini, alors V aH
un quotient irreductible.´
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THEOREME 4.2. Soient G un groupe localement profini, et H un sous-´ `
groupe ferme de G, distingue et cocompact dans G. Soit V une C-representa-´ ´ ´
tion lisse irreductible de G. Supposons que V ait une sous-representation´ ´H
 irreductible ou que V soit un C H -module noetherien. Alors V est´ ´H H
semisimple de longueur finie.
Supposons d’abord que V ait une sous-representation irreductible X.´ ´H
Alors pour chaque element g de G, gX est une sous-representation´ ´ ´
irreductible de V , puisque H est distingue dans G. La somme de ces´ ´H
sous-representations est non nulle et G-invariante, donc est egale a V tout´ ´ `
entier. Par suite V est semisimple. Comme V est de type fini, elle estH H
aussi de longueur finie.
 Supposons maintenant que V soit un C H -module noetherien. Alors´H
V a certainement un quotient irreductible. Si Y est le sous-module´H
correspondant, l’intersection des gY, pour g parcourant G, est un sous-G-
module de V distinct de V, donc nul puisque V est irreductible. Comme le´
H-module V est noetherien, Y est de type fini. Si un element g de G´ ´ ´H
fixe un ensemble de generateurs de Y alors clairement gY Y. Comme V´ ´
est lisse, il existe un sous-groupe ouvert K de G tel que gY Y pour
g	 K. Comme par construction on a hY Y pour h	H, on voit qu’il n’y
a qu’un nombre fini de sous-espaces distincts gY, quand g parcourt G.
Pour chacun de ces sous-espaces Y , . . . , Y , VY est une representation´1 r i
lisse irreductible de H, et V est isomorphe a un sous-module de´ `H
Ž . Ž .VY   VY ; par suite V est semisimple de longueur finie.1 r H
COROLLAIRE 4.3. Supposons que toute C-representation lisse de type fini´
 de H soit un C H -module noetherien. Alors pour toute C-representation lisse´ ´
irreductible V de G, V est semisimple de longueur finie.´ H
C’est une consequence immediate du theoreme.´ ´ ´ `
Remarque 4. Dans les conditions du theoreme, si toute C-representa-´ ` ´
 tion lisse de type fini de H est un C H -module noetherien, alors toute´
 C-representation lisse de type fini de G est un C G -module noetherien:´ ´
cela decoule aussitot du lemme 4.1. Nous ignorons si la reciproque est´ ˆ ´
vraie, hors le cas trivial ou H est d’indice fini dans G.`
Application. Le corollaire 4.3 fournit une generalisation du resultat de´ ´ ´
Silberger cite en introduction. Prenons pour C le corps des nombres´
complexes. Soient F un corps commutatif localement compact non
archimedien,  un groupe reductif connexe defini sur F, H un quotient´ ´ ´
Ž .d’une extension centrale de  F par un groupe fini, et H un groupe
localement profini contenant H comme sous-groupe d’indice fini. Pour un
 tel H, toute -representation lisse de type fini est un C H -module´
noetherien, et on peut appliquer le corollaire 4.3. Pour H, cela decoule de´ ´
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 BD, p. 16, lignes du bas, p. 27, Sect. 3.4 et p. 30, Remarque 3.12 ,
compte-tenu des resultats de MW, appendice I, en particulier la derniere´ `
ligne p. 281 sur les extensions centrales de groupes reductifs; le cas de H´
decoule de la remarque 4. Dans ce cas d’ailleurs, toute -representation´ ´
lisse irreductible de H est admissible et dans les conditions du theoreme,´ ´ `
toute -representation lisse irreductible de G a une restriction a H´ ´ `
admissible.
Examinons maintenant la possibilite d’etendre a G une representation´ ´ ` ´
lisse donnee de H.´
PROPOSITION 4.4. Soient G un groupe localement profini et H un sous-
groupe ferme distingue cocompact de G. Soit W une C-representation lisse´ ´ ´
irreductible de H. S’il existe une C-representation lisse irreductible V de G telle´ ´ ´
que W soit une sous-representation de V , alors W s’etend en une C-repre-´ ´ ´H
sentation d’un sous-groupe ouert d’indice fini de G, qui est lisse et irreduct-´
ible, et admissible si V l’est.
Remarque 5. Par le theoreme 4.2, la representation V est alors´ ` ´ H
semisimple de longueur finie.
Prouvons la proposition. Soit V une C-representation lisse irreductible´ ´
de G dont la restriction a H contienne W. Soient w un vecteur non nul de`
W et K le stabilisateur de w dans G. Comme gW est une representation´
irreductible de H pour tout g	G, on a gWW pour g	 K , et W est´
stable par le groupe HK qui est ouvert et cocompact dans G, donc d’indice
fini. La representation de HK sur W etend celle de H; elle est lisse´ ´
puisque V l’est, et admissible si V l’est.
THEOREME 4.5. Soient G un groupe localement profini et H un sous-groupe´ `
ferme distingue cocompact de G. Supposons que toute C-representation´ ´ ´
admissible de type fini de G soit de longueur finie. Alors, pour toute
C-representation admissible irreductible W de H, il existe une C-representation´ ´ ´
admissible irreductible V de G telle que W soit un quotient de V .´ H
COROLLAIRE 4.6. Supposons qu’en outre toute C-representation lisse de´
 type fini de H soit un C H -module noetherien. Alors, pour toute C-represen-´ ´
tation admissible irreductible W de H, il existe une C-representation admissible´ ´
irreductible V de G telle que W soit une sous-representation de V , et W´ ´ H
s’etend en une C-representation admissible irreductible d’un sous-groupe´ ´ ´
ouert d’indice fini de G.
Ce corollaire est une consequence immediate des theoremes 4.2 et 4.5,´ ´ ´ `
et de la proposition 4.4.
Prouvons le theoreme. Soit W une C-representation admissible irreduct-´ ` ´ ´
ible de H. Considerons la representation induite X IndG W. Comme W´ ´ H
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est admissible et que H est cocompact dans G, X est admissible. Soit Y
une sous-representation non nulle de type fini de X. Par la reciprocite de´ ´ ´
Frobenius pour l’induction lisse, Y admet W comme quotient. Alors YH
est admissible puisque X l’est, et de type fini. Par l’hypothese sur G, Y est`
de longueur finie. En particulier X a une sous-representation irreductible´ ´
V et V admet W comme quotient.H
Remarque 6. Soient G un groupe localement profini et H un sous-
groupe ouvert d’indice fini de G. Soit V une C-representation admissible´
Ž .de type fini de G. Alors V est de type fini lemme 4.1 et admissibleH
Ž .parce que H est ouvert dans G . Par suite, si toute C-representation´
admissible de type fini de H est de longueur finie, toute C-representation´
admissible de type fini de G est aussi de longueur finie. Soit W une
C-representation admissible de type fini de H. Alors comme plus haut´
IndG W est admissible. Par le lemme 4.1 sa restriction a l’intersection K`H
des conjugues de H est de type fini donc par le meme lemme IndG W est´ ˆ H
de type fini. Si IndG W est de longueur finie alors par la proposition 2.1 saH
restriction a K est de longueur finie; a fortiori sa restriction a H est de` `
longueur finie et par suite W est de longueur finie. On en deduit que si´
toute C-representation admissible de type fini de G est de longueur finie,´
alors toute C-representation admissible de type fini de H est aussi de´
longueur finie. Nous ignorons si ces considerations s’etendent au cas´ ´
general ou H est ferme, distingue et cocompact dans G.´ ´ ` ´ ´
Application. Prenons pour C le corps des nombres complexes. Soient F
un corps commutatif localement compact non archimedien,  un groupe´
reductif connexe defini sur F, G un quotient d’une extension centrale de´ ´
Ž . F par un groupe fini, et G un groupe localement profini contenant G
comme sous-groupe d’indice fini. Pour un tel groupe G, toute -represen-´
tation admissible de type fini est de longueur finie, et on peut appliquer le
corollaire 4.6. Pour G, cela decoule de BD, p. 16 lignes du bas, p. 27,´
Sect. 3.4 et p. 30 Remarque 3.12, MW, appendice I . Pour G cela decoule´
alors de la remarque 6.
Remarque 7. Pour un groupe reductif p-adique, les -representations´ ´
lisses irreductibles sont admissibles. Soient G un groupe localement profini,´
et H un sous-groupe ferme distingue cocompact de G. Soit V une´ ´
C-representation lisse irreductible de G. Par la remarque 3, V possede´ ´ `H
un quotient irreductible, disons W, et par la reciprocite de Frobenius, V´ ´ ´
est une sous-representation de IndG W. Si W est admissible, IndG W l’est´ H H
aussi, et V egalement. On voit donc que si toute C-representation lisse´ ´
irreductible de H est admissible, toute C-representation lisse irreductible´ ´ ´
de G est aussi admissible. Si en outre H est d’indice fini dans G, la
reciproque est vraie. En effet soit W une C-representation lisse irreduct-´ ´ ´
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ible de H. Par la proposition 2.2, W est une sous-representation de V´ H
pour une C-representation lisse irreductible V de G. Si V est admissible,´ ´
Ž .V l’est aussi car H est ouvert dans G et il en est de meme de W.ˆH
Nous terminons cet article par quelques considerations sur le role du´ ˆ
centre de G, qui permettent d’etendre encore la portee des resultats de ce´ ´ ´
paragraphe.
On se donne un groupe localement profini G, un sous-groupe ferme Z´
du centre de G, un sous-groupe ferme distingue K de Z et on suppose que´ ´
le groupe H KZ est cocompact dans G. Peut-on remplacer H par K
dans les resultats precedents? Ce qui suit montre que c’est possible dans´ ´ ´
des situations assez frequentes, par exemple si C est algebriquement clos´ ´
Ž .de cardinal assez grand non denombrable si G est de type denombrable .´ ´
Si W est une C-representation lisse de H ou Z agit par un caractere´ ` `
Z C, alors W est irreductible, ou semisimple, ou admissible, ou de´ K
type fini, ou de longueur finie, si et seulement si W l’est aussi. Si donc V
est une C-representation de G ou Z agit par un caractere, et si V est´ ` ` H
semisimple, ou de longueur finie, ou possede une sous-representation` ´
irreductible, alors V a la meme propriete.´ ˆ ´ ´ K
Inversement si W est une C-representation lisse de K ou Z K agit via´ `
Ž .un caractere lisse , alors toute extension de ce caractere en un caractere` ` `
lisse de Z permet d’etendre W en une representation lisse W  de H. Si V´ ´
est une representation lisse de G ayant la restriction a H de W  comme´ `
sous-representation, ou comme quotient, alors sa restriction a K a W´ `
Žcomme sous-representation, ou comme quotient. On rappelle que pour´
qu’un caractere lisse de Z K s’etende en un caractere lisse de Z, il suffit` ´ `
que C soit algebriquement clos. Si C est algebriquement clos, alors pour´ ´
toute representation admissible irreductible V de G, le groupe Z agit par´ ´
un caractere. Il en est de meme pour toute representation lisse irreduct-` ˆ ´ ´
ible, pourvu que le cardinal de C soit strictement plus grand que celui de
.GJ, ou J est n’importe quel sous-groupe compact ouvert de G.`
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